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Abstract. From the moment of its discovery, the Jones polynomial of a 
knot has been linked to quantum physics. The main discovery, made by E. 
Witten, was that it is related to quantum field theory, which unfortunately 
lacks a mathematical foundation. But already in Wittcn's work it was 
noted that the Jones polynomial is related to quantum mechanics. 

In this paper we discuss progress made in the study of the Jones 
polynomial from the point of view of quantum mechanics. This study re- 
duces to the understanding of the quantization of the moduli space of flat 
SU (2)-connections on a surface with the Chern-Simons lagrangian. We 
outline some background material, then present the particular example 
of the torus, in which case it is known that the quantization in question is 
the Weyl quantization. The paper concludes with a possible application 
of this theory to the study of the fractional quantum Hall effect, an idea 
originating in the works of Moore and Read. 



1. Resumen 

En este arti'culo de exposition se presenta una introduction al estudio del 
polinomio de Jones de un nudo desde un punto de vista fisico basado en la 
mecdnica cudntica^ 

El polinomio de Jones de un nudo fue descubierto por V.F.R. Jones |14) como 
una consecuencia de sus investigaciones en la teoria de algebras de operadores. 
La definition del polinomio es muy sencilla y nos permite calcularlo facilmente, 
pero para entender y estudiar sus propiedades se necesita un punto de vista 
mas profundo y mas geometrico. Witten explico [H] que el polinomio de Jones 
esta relacionado a la teoria de campos cuanticos. Pero la teoria de campos 
cuanticos requerida no ticnc un fundamento matematico riguroso al momento 
de escribir esto. 
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En su arti'culo, Witten explico que el estudio del polinomio de Jones se puede 
redueir a un problema de mecanica cuantica. El problema es de cuantizar el es- 
pacio de campos con simetn'a interior SU(2) en una superficie modulo cambios 
locales de coordenadas, que es el mismo que el espacio de moduli de conexioncs 
planas de su(2) en la superficie. El espacio de Hilbert de esta cuantizacion 
se entiende bien, y consiste de las secciones holomorficas del haz en lfneas de 
Chern-Simons (que se Hainan funciones theta generalizadas) [9]. Por otro lado, 
aunque hay varios trabajos en esta direction pQ [3J, [T2J, los operadores de 
la cuantizacion (los observables cuanticos) son un misterio. Todavfa no hay 
una respuesta a la pregunta principal: ^Quc proccdimiento dc cuantizacion 
corresponde al polinomio de Jones? 

En lo que sigue presentaremos la definition del polinomio de Jones y su 
relation con la teorfa de campos cuanticos. Luego explicaremos la reduction 
de esta teorfa de campos cuanticos al problema de cuantizacion del espacio de 
moduli de conexiones planas de su(2) en una supeficie y revisamos las cuestiones 
basicas de mecanica cuantica. El artfculo sigue con una section que discute la 
estructura del espacio de moduli de conexiones planas de su(2) en una superficie 
y presenta el progreso realizado para entender su cuantizacion. Como caso 
particular discutiremos el ejemplo del toro que es de los mas estudiados, para el 
cual presentamos las relaciones con el toro no conmutativo y con la cuantizacion 
de H. Weyl. El arti'culo concluye con una posible aplicacion de la teorfa ffsica 
del polinomio de Jones a la teorfa del efecto Hall cuantico ffaccionario. 

El autor quiere agradecer a Ernesto Lupercioy a Lourdes Juan por ayudalo 
mcjorar el estilo de esta exposition. 

2. El polinomio de Jones y la teori'a de los campos cuanticos 

El polinomio de Jones es un invariante de nudos descubierto por V.F.R. 
Jones |14j . Este invariante esta definido por la relation recurrente 

t- l v K+ {t)-tv K _{t) = (t 1 ' 2 -t- l ' 2 )V Ko {t), 

en la cual los diagramas de los nudos K+, K- y Kq son los mismos salvo por 
un cruzamiento como es represantado en la Figura 1. Esta relation nos permite 
calcular el polinomio de Jones Vk (t) de cualquier nudo K sabiendo el polinomio 
de nudos mas sencillos. Cambiando cruzamientos como se muestra cada nudo 
se puede transformar en el nudo trivial, cuyo polinomio es Vo(t) = 1. La Figura 
2 ejemplifica el calculo del polynomio de Jones para el nudo trebol. Al final de 
este calculo se obtiene ^j-ebol^) = t + t 3 — t 4 - 

Esta definition es muy util para calcular el polinomio, pero no permite el es- 
tudio de sus propiedades. Los topologos desean una definition mas geometrica, 
de cual se pueden deducir algunas de las propriedades geometricas y topologicas 
del nudo. 
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K_=Q 



V K+ (t)=t 2 + (^ 2 -t^)V Ko (t) 




V K+ (t) = ev K _ (t) + (t 3 / 2 - tV2), v Ko {t) = *va + t -V2. 
Figura 2. 



Cinco aiios despues de Jones, E. Witten [24] descubrio que el polinomio de 
Jones aparece en la teoria de campos cuanticos. Witten tuvo la idea siguentc. 
Se consideran los campos con grupo de simctrfa interna 



SU(2) = 



a b 
-b a 



a,b € 



66 = 1 
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en una variedad M de dimension tres. Cada campo tiene un potcncial, que 
desde el punto de vista matematico es una conexion A de su(2) en M. La 
presencia del campo se puede determinar por su accion en una parti'cula que 
se mueve en el espacio. La fase de la parti'cula, que es un vector en K 2 (ver la 
Figura 3), que cambia de acuerdo con 



X 
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b ' 
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. y _ 
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La matriz de rotation se llama matriz de holonorma. 



\\\\ 




Figura 3. 



El lagrangiano de la teorfa de campo es el lagrangiano de Chern-Simons 
L(A) = — [ tr(A AdA+ - A A A A A). 

47T J M 3 

De los observables fisicos, nos interesa la traza de la holonomia, que se 
denota Wk{A). Como observable clasico este es una funcion de la conexion, 
como observable cuantico este es un operador lineal. Para cuantizar esta teoria 
de campos introducimos la constante de Planck h que satisface la condition de 
cuantizacion geometrica h = 1/N con N un entero positivo, y ademas pedimos 
que N sea par: N = 2r. 




Figura 4. 



Para una parti'cula que se mueve por un nudo como el mostrado en la Figura 
4, se toma la media de la traza de la holonorma sobre todos los campos. Si la 
variedad M es la esfera de dimension tres, el resultado es el polinomio de Jones 
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del nudo evaluado en una rafz r-esima de la unidad. Formalmente, esta media 
es la integral de Feynman 



Porque ambas cantidades e 2lrL ^ y Wk(A) se mantienen invariantes con el 
cambio de sistema de coordenadas, la media se toma sobre clases de campos 
equivalentes por cambios de coordenadas. En conclusion, el polinomio de Jones 
es un objecto de la teon'a de campos cuanticos. 

Desafortunadamente, la teon'a general de campos cuanticos no tiene un fun- 
damcnto matematico, pues la integral de Feynman no se puede definir desde un 
punto de vista matematico. El problema es que un campo tiene una infinitud de 
grados de libertad, y en este momento comprendemos solamente quantizaciones 
de sistemas con un numero finite de grados de libertad. 

Para el polinomio de Jones hay una teoria desarrollada por Reshetikhin y 
Turaev [18j que imita la teoria de Witten, pero que pierde el sabor ffsico y 
geometrico. Su teoria usa los grupos cuanticos de Drinfeld [7], con calculos 
combinatorios muy complicados. 

Por otro lado, en nuestro caso los campos se identifican por cambios locales 
de coordenadas (un procedimiento llamado gauging o normalizacion) , obte- 
niendo los campos ftsicos en la variedad. Ademas, la teon'a en 3 dimensioncs 
se puede reducir a una teon'a en 2 dimensiones usando la descomposicion Hee- 
gaard de variedades de dimension tres. Afortunadamente los campos fi'sicos en 
una superficie tienen un numero finito de grados de libertad, pues se pueden 
cuantizar con tecnicas bien entendidas de mecanica cuantica. Esto nos entrega 
un problema de mecanica cuantica: hay que cuantizar el espacio de los campos 
con simetria SU(2) en una superficie modulo cambios locales de coordenadas. 
La pregunta principal es, de los varios modelos de cuantizacion cual corresponde 
al polinomio de Jones. 



En esta section explicamos algunas cuestiones basicas de mecanica clasica y 
cuantica. En la formulation Hamiltoniana de la mecanica clasica, cada sis- 
tema tiene un espacio fase, que es el haz cotangente T*N de la variedad 
de configuraciones N, o mas general, una variedad simplectica (M,w). Los 
observables fisicos son funciones / € C oc (M). Por ejemplo si N — R, en- 
tonces M = T*N — R 2 con coordenadas q (position) y p (momento) y forma 
simplectica dp A dq. Los observables son funciones f(p, q), como por ejemplo la 
energi'a total H = \p 2 + \q 2 . 

La forma simplectica asocia a cada observable / un campo vectorial Xf 
definido por la ecuacion df = ui(Xf, •). De esta manera la forma simplectica 




3. Que es cuantizacion 
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define un parentesis de Poisson para funciones en C°°(M) por la formula 
{It 9} — df(Xg). Cada sistema fisico tiene una funcion de energfa total H, 
que junto con el parentesis de Poisson, nos da la evolucion de un observable 
por medio de la ecuacion de Hamilton 

El parentesis de Poisson para nuestro ejemplo particular es {/, g} = §£f| — 
g Escribiendo la evolucion de la position y del momento se obtienen las 
ecuaciones clasicas de Hamilton. 

En la mecanica cuantica de Heisenberg, los estados de un sistema son los 
vectores unitarios en un espacio de Hilbert (funciones de onda) . Los observables 
son operadores lineales Hermiticos actuando sobre el espacio de Hilbert. La 
observation de un operador T en el estado ip no es determinista, su valor 
esperado es | (Tip, tp) |. 

La evolucion de un observable A es definida por medio de la ecuacion de 
Schrodinger 

donde H es el operador de energfa total. 

Cuantizacion es un procedimiento para pasar de la mecanica clasica a la 
mecanica cuantica. Este procedimiento substituye el espacio de fase con un 
espacio de Hilbert (de funciones de onda) y las funciones sobre el espacio de 
fase con operadores actuando en el espacio de Hilbert. La ecuacion de Hamil- 
ton se transforma en la ecuacion de Schrodinger, con el parentesis de Poisson 
convertiendose en el conmutador de operadores. 

En el caso mas sencillo del espacio de fase T*K, el espacio de Hilbert asociado 
por la cuantizacion es TC = L 2 (M) . En el caso general de la variedad cotangente 
T*(N), o el mas general de la variedad simplectica (M, uj) con w una clase de 
H 2 (M, Z), la cuantizacion geometrica (ver [35]) produce el espacio de Hilbert H 
como el espacio T(M, C) de las secciones L 2 -integrables de un haz complejo de 
lfneas C sobre M . La forma simplectica que describe la evolucion en el sistema 
original y la constante de Planck h = -k se incluyen en la estructura geometrica 
del haz, pidiendo que su curvatura sea Nlj. Varios casos particulares, bien 
cntendidos basado en experimentos, indican que el espacio de Hilbert definido 
asf es demasiado grande, por lo que lo reducimos por medio de una polarization. 

Por ejemplo, si identificamos T*R con C poniendo z = q + ip, el espacio de 
Hilbert en la polarization real es el espacio de funciones L 2 -integrables en la 
variable real q. Si la variedad simplectica M es una variedad compleja, hay lo 
que se llama la polarization holomorfa, para cual el espacio de Hilbert consiste 
de las secciones holomorfas L 2 -integrables del haz C. 
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El producto interior do dos secciones del espacio de Hilbcrt sc pucde definir 
como (a, a') = J M (a, <j') x Vol donde Vol = loAloA- ■ ■ Aw, pero es posible que las 
secciones producidas por la polarization no sean integrables. El procedimiento 
estandar consiste en introducir una semi-densidad relacionada a la polarization 
y multiplicar cada section por esta semi-densidad. Desde el punto de vista 
geometrico, se multiplica el haz C por otro haz que contiene la information 
sobre la medida de integration (ver [2 1 j ) . 

Los operadores lineales op(f) asociados a funciones / G C°°(M) deben re- 
spetar las condiciones de Dirac: 

1. op(l) = I, 

2. si / es de valores reales, el operador op(f) debe ser autoadjunto. 
3- op({f,g}) = ±[op(f),o P (g)]. 

En realidad la ultima condition es demasiado optimista y es imposible de sat- 
isfacer (un resultado de Groenewold y Van Hove), y por eso hay que introducir 
un error 0(H). 

En el caso mas sencillo T*M se requiere ademas que el operador op(q) sea 
la multiplication por la coordenada q y el operador op{p) sea —ihJ^, y que 
el espacio de Hilbert sea irreducible bajo la action de estos dos operadores. 
En este caso para definir el operador asociado a una funcion general f(p, q) se 
puede usar la "receta" de H. Weyl: 

°P(f) = 7T- / f{ x 'y) ex P{ i ( X0 P(p) +yop{q)))dxdy, 

donde / es la transformada de Fourier de /. Pero hay una infinitud de "recetas" 
de cuantizacion, como por ejemplo la de Toeplitz: 

op(f) : 9 € £ 2 (K) — » fg e L 2 (R 2 ) — » Ufg G L 2 (M), 

donde II es la proyeccion de L 2 (R 2 ) en el espacio de Hilbert L 2 (K) de las 
funciones en la primera variable. 

El procedimiento de cuantizacion de Toeplitz se puede generalizar al caso 
general de una variedad simplectica M: 

op(f) : a eH — ► fcr G L 2 (M, L) > Ufa G H. 

Existe tambien el procedimiento de cuantizacion geometrica estandar [25] . Otro 
metodo, desarollado en los ultimos 30 anos [5], es deformar el algebra de fun- 
ciones C°°(M) a un algebra no conmutativa de operadores: 

f*g = fg + Hf, g} + h 2 B 2 (f, g ) + h 3 B 3 (f, g ) + ... 

4. El espacio de moduli de conexiones planas y su cuantizacion 

Nuestra intention es cuantizar los campos con simetria interior SU(2) en 
una superficie S modulo cambios locales de coordenadas. Desde el punto de 
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vista matematico, el espacio de fase es 

{A | A : su(2) — coneccion}/CJ 

donde Q es el grupo de transformaciones gauge 

A -> g~ l Ag + g~ x dg donde g : S -> SU{2). 

Por reduction simplectica (ver [3]) cuantizar este espacio es lo mismo que cuan- 
tizar 

M= {A\ A : su(2) — conexion plana} /G— {p : tti(S) — ► 5C/(2)}/conjugaci6n 

que es por un lado el espacio de moduli de conexiones planas de su(2) en la 
superficie y por otro lado la variedad de caracteres de S'?7(2)-representaciones 
del grupo fundamental de la superficie. M. es una variedad algebraica compleja 
muy complicada, estudiada por primera vez por Narasimhan y Seshadri [17j . 

Atiyah y Bott han mostrado [4] que la parte suave de la variedad algebraica 
M. es una variedad simplectica con forma simplectica 

u(A,B) =- / tr (A A B). 
Js 

En esta formula los vectores tangentes a Ai , A y B admiten dos conexiones de 
su{2) tangentes al espacio afm de todas la conexiones de su(2) en la superficie, 
y despues se multiplican y el producto se integra sobre la superficie. 




Figura 5. 



Los observables clasicos son las trazas de holonomias sobre curvas cerradas 
(Figura 5) en la superficie: 

7 7 : A -> trhol~i{A)). 

W. Goldman ha mostrado [13] que el parentesis de Poisson (necesario para 
hacer mecanica clasica en el espacio VW) se calcula con la formula 

{la, If}} = g s 9 n ( x )(I a p^ -!apJ 

l£Qfl(3 

donde el signo del cruzamiento x es "— " si a y (3 se cruzan como en la Figura 
6, y "+" si (3 tiene la direction opuesta. Aqui pensamos de las curvas a, (3, 
a/3" 1 , y a(3 x como elementos del grupo fundamental de la superficie. 
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Figura 6. 



El espacio de Hilbert H r de la cuantizacion de M. consiste de las funciones 
theta generalizadas. Estas son las secciones holomorfas del haz en lmeas de 
Chern- Simons 

C = A S F x e C. 

Aqui A S F representa el espacio de las conexiones planas irreducibles, y el cociclo 
de Chern-Simons es 

(A,z)~(A 9 ,Q(A,g)z) 

donde A 9 = g^Ag + g^dg y Q(A,g) = exp(iL(A 9 ) - L(A)), con A una 
extension de la connexion A en una variedad de dimension tres limitada por 
la superficie y A 9 una extension de A 9 en la misma variedad que es "gauge" 
equivalente a A. 

El espacio de fase M. es de volumen finite Por este motivo, el espacio de 
Hilbert asociado tiene dimension finita. Esta es una consecuencia del princi- 
pio de incertidumbre de Heisenberg, porque cada partfcula ocupa un volumen 
positivo en el espacio de fase, y el numero maximo de particulas es igual a la 
dimension del espacio de Hilbert. 

La dimension de Tl r se calcula con la formula de Verlinde (probada para un 
grupo de Lie general por Faltings [8]): 

dimHr ^r 9 - 1 ^ (2sin 2 — 
i=i ^ r 
donde g es el genero de la superficie. 

Por otro lado, los observables cuanticos son muy misteriosos. Witten dice 
[24] que la cuantizacion de tr holy (A) (donde 7 es una curva cerrada en la 
superficie) es el operador integral con micleo 

<Ax\tr holy (A)\A 2 >= I e 2irL W tr holy (A)VA. 

J M Al ,A 2 

Esta definition usa la integral de Feynman, y por tanto no tiene un funda- 
mento matematico. Ya hay un unico modelo de cuantizacion de los operadores, 
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que es parte de la teorfa topologica de campos cuanticos de Reshctikhin y Tu- 
raev [18] basada en los grupos cuanticos de Drinfeld [7] . Esta teorfa nos da una 
construction combinatoria de los operadores. Presentamos en lo que sigue las 
ideas basicas de esta cuantizacion. 

El grupo cuantico de SU(2) tiene un numero finito de representaciones irre- 
ducibles V 1 , V 2 , . . . , V r ~ 1 , donde el fndice representa la dimension. Usando la 
teoria de campos cuanticos conformes |20j se pueden identificar las funciones 
theta generalizadas en la superficie con coloraciones de las orillas del grafo 
que es el centro de la superficie con representaciones irreducibles. La Figura 7 
muestra el caso de la superficie de genero 2. Las dimensiones to, n, p de las 
tres representaciones que se encuentran a cada vertice satisfacen las condicioncs 
cuantizadas de Clebsch- Gordon 

|to — ii\ + 1 < p < min(TO + n— l,2r — 2 — m — n). 




Figura 7. 



Por otro lado, las matrices de los operadores se calculan con diagramas de 
nudos y de grafos con relaciones como la del polinomio de Jones [TS]. Los 
calculos son muy complicados, y son basados en funciones hipergeometricas. 




Figura 8. 



Por ejemplo el grafo con curva cerada colorada en la Figura 8 describe un 
operador para el caso de la superficie de genero 2, y cada coloration de las orillas 
de este grafo con representaciones irreducibles de SU (2) cuantico produce una 
entrada de la matriz del operador. 
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Alexeev y Schomerus [T] han demonstrado que esta cuantizacion satisface la 
condition de Dirac 

op({I a ,I }) = ±_[op(I a ),op(Ip)] + o(h) 

para el parentesis de Poisson de Goldman. Pero nos interesa entender esta 
cuantizacion desde un punto de vista geometrico, con mas intuition fisica. El 
unico caso bien entendido es el del toro (por que el caso de la esfera es trivial) . 

5. El caso particular del toro 

En el caso del toro, el espacio de fase M. se puede calcular directamente y 
es muy sencillo. Este espacio se llama la "funda de almohada" y se obtiene 
factorizando el piano complejo por las transformaciones z — > z + m + in, m,n € 
Z y z — > —z (Figura 9). 




Figura 9. 



El autor de este artfculo en su trabajo con Frohman [IT] ha descubierto 
la formula siguientc para multiplicar los operadores C (p, q) asociados a los 
observables clasicos 2cos27r(px + qy) en la funda de almohada: 

C(m, n)C(p, q) = e " {mq - n ^/ r C{m +p,n + q) + e -" {mq ~ np ^ r C{m -p,n- q). 

Desde el punto de vista de la teorfa de Reshetikhin y Turaev, el operador C(p, q) 
es la diferencia de los operadores definidos por la curva de inclination p/q en el 
toro colorada por V d+1 y V d ^ 1 , donde d es el maximo comun divisor de p y q. 

Esta formula esta relacionada con el principio de incertidumbre de Heisen- 
berg. La forma mas reconocida del principio de incertidumbre es ApAq > K, 
pero su forma basica es op(p)op(q) — op(q)op(p) = hop(l). Si denotamos U y 
V los operadores de evolution de la position y del momcnto 

U = e * °p(i) 5 v — e { op ^ , 

entonces el principio de incertidumbre se convierte en 

VU = e 2nh UV. 

El algebra von Neumann generada por U, V, C/" 1 y V^ 1 se llama el toro no 
conmutativo y es una deformation del algebra C co (S 1 x S 1 ) de las funciones 
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en el toro. El toro no conmutativo ocurrio por primera vez en el trabajo de 
Rieffel |19j y juega un rol central en la geometria no conmutativa de Comics 
0. 

El resultado con Frohman demuestra que hay un morfismo del algebra de 
los operadores de la cuantizacion de M. en el toro no conmutativo 

op(2cos27r(px + qyj) — ► e ~^Pi(u p V q + U- p V~ q ). 

Recuerde que K = ^- . 

Este resultado tiene una explication mas profunda. En su trabajo con Uribc 
[12j el autor de este articulo ha demonstrado que la cuantizacion de M. con gru- 
pos cuanticos es isomorfa a la cuantizacion de este espacio con el procedimiento 
de H. Weyl (la que usa la trasformada de Fourier). 

Para describir este isomorphismo utilizamos la forma compleja de la cuanti- 
zacion de Weyl. Las funciones de onda que son las coloraciones del centro del 
toro con V 3 , j = 1, 2, • • • , r — 1, como mostrado en la Figura 10, coresponden 
a las funciones theta 

C j (z) = ^e-^(e j (z)-6. j (z)), j = l,2,...,r-l, 

dondc 



oo 




Figura 10. 



En la cuantizacion con grupos cuanticos, el operador asociado a la traza en 
la representation en dimension 2 de la holonomfa por una curva con inclination 
p/q en el toro es dado por la formula 

0-^e-^(e^«C-_ p + e-^«0 +p ). 

En la cuantizacion de Weyl el mismo operador es el operador de Toeplitz con 
smibolo e _Afi '/ 4 cos(px + qy): 

f -> e- Ah/4 cos 2n(px + qy)f -> U Hr e- Ah/4 cos 2n(px + qy)f, 

donde A = ^(d 2 /dx 2 + d 2 /dy 2 ) y 11?^ es la proyeccion en el espacio de Hilbert 
Ti. r . 
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6. Una posible aplicacion 

Para motivar mas el estudio de la teorfa ffsica del polinomio de Jones, con- 
cluimos este artfculo con una aplicacion posible de esta teorfa a la investigation 
del efecto Hall cuantico fraccionario. 

El efecto Hall clasico fue observado en 1879 de E. Hall. Este efecto ocurre 
cuando una corriente electrica pasa por un material en presencia de un campo 
magnetico (ver Figura 11). En este caso los electones tienden a irse hacia 
un lado. La teorfa clasica pronostica que la intensidad de este efecto es pro- 
portional a la intensidad del campo magnetico. Pero en 1979, von Kitzling 
descubrio que, para un campo magnetico muy fuerte (10 T) y temperatura 
baja (50 mK) el efecto Hall esta cuantizado. Precisamente, si Rh = Vh/I 
denota la resistencia Hall, entonces 1/ Rh esta cuantizado en unidades de e 2 jh. 
En los 80's, Tsui y Stormer descubrieron ademas que existfa una resistencia de 
Hall para fracciones de e 2 /h, lo que se llama el efecto Hall cuantico fraccionario. 
Este efecto se observa cuando el ffujo de clcctrones esta ligado a una superficie, 
como por ejemplo en la juntura entre un cristal de galio-arsenico y un cristal 
de aluminio-galio-arsenico. 




/ J / J 

Figura 11. 

R. Laughlin gano el Premio Nobel para explicar las fracciones, llamadas 
niveles, „ 1 , . , m — 1,2,3 Su teorfa pronostica la existencia de cargas 

' 2m+l ' 5 ' * * G 

electricas fraccionales, con consecuencia la existencia de la estadfstica frac- 
cionaria de partfculas. Pues ademas de los bosones, cuyas funciones de onda 
quedan invariantes por la permutation de partfculas, y de los fermiones, cuyas 
funciones de onda cambian de signo por la permutation de partfculas, hay otras 
que se llaman cuasi-partfculas, cuyas funciones de onda se multiplican con un 
numero complejo cuando las cuasi-partfculas se permutan (ver Figura 12). 

Moore y Read [16] conjecturaron que algunos niveles (e.g. |) se pueden mod- 
elar con la teorfa de campo cuantico con lagrangiano de Chern-Simons, la teorfa 
ffsica del polinomio de Jones. El modelo de Moore y Read pronostica la exis- 
tencia de estadfstica no Abeliana. En este caso un sistema de partfculas cuyas 
trayectorias forman una trenza (Figura 13) produce una representation del 
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boson fermion cuasipartVcula 



Figura 12. 

grupo de trenzas en un grupo de matrices, y esta es la representation de Jones 
[15] relacionada a su polinomio. Suponicndo la conjectura verdadera, Freed- 
man, Nayak, Shtengel, Walker, Wang dedujeron [TO] que se puede construir un 
computador cuantico universal que utiliza el efecto Hall cuantico fraccionario. 



• * * • 




Figura 13. 
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